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L.OI CAM ON

Tru6c hét, toi xin giii 10i biét on chan thanh va sau sic nhat dén GS.
TS. Lé Thi Thanh Nhan da huéng dan t6i hoan thanh ban luan van nay.
Khi bat dau nhan dé tai thuc sy toi cAm nhan mang nhiéu noi dung kho
va mdi mé. Hon nita von kién thiic it 6i ciing véi kinh nghiém lam deé tai
khong nhiéu nén t6i chua thuc sy tu tin dé tiép can dé tai. Miac du rat
ban ron trong cong viec nhung Co van danh nhiéu thoi gian va tam huyét
trong viéc huéng dan, dong vien khuyén khich toi trong sudt thoi gian toi
thite hien dé tai. Trong qua trinh tiép can deé tai dén qua trinh hoan thien
luan van Co6 luon tan tinh chi bao va tao diéu kién to6t nhat cho toi. Cho
dén bay gio luan van thac si cia toi da duge hoan thanh ciing chinh 14 nho
su chi bdo, nhac nhd, don dbc va su gitup do nhiét tinh ciia Co.

Toi xin tran trong cam on Bam Giam hiéu, Khoa Toan- Tin va phong
Dao tao truong Dai hoc Khoa hoc — Dai hoc Thai Nguyén. T6i xin tran
trong cAm on cac Thay Co da tan tinh truyén dat nhing kién thic quy
bau ciing nhu tao moi diéu kién thuan lgi nhat dé toi hoan thien luan van
nay.

Cudi cling, toi xin chan thanh bay to6 long biét on t6i gia dinh, ban be
va cac thanh vién trong 16p cao hoc Toan K10C (khéa 2016-2018) da dong
vién, hd trg va tao moi dieu kién tot nhat cho toi trong sudt thoi gian hoc

tap va thuc hién luan van.



Su tuong ty gitta s6 nguyen to va da thiic bat kha quy 1a mot chi de
trong tam trong su phét trién ctia Ly thuyét s6 Hinh hoc dai sé. Nhiéu
két qua vé sé nguyen to6 co thé phien dich sang két qua vé da thiic bat kha
quy. Ching han, tuong tu nhu Dinh li co ban ctia s6 hoc, ta c6 két qua sau
cho da thitc: Néu f(z) € Z[x] c6 hé s6 cao nhat 1a a, thi f c¢6 sy phan tich
f = afi...f; v6i f; 1a bat kha quy c6 hé s6 cao nhat bang 1, va sy phan
tich d6 la duy nhat néu khong ké dén thi tu cdc nhan tit. Tuy nhién, c6
nhiing gid thuyét cho thay gitta s6 nguyén té va da thitc bat kha quy da
Vot xa sy tuong tir. Mot trong nhitng van dé nhu thé 1a gid thuyét cia
Bouniakowski vé gia tri nguyén td ciia da thic bat kha quy.

Chu ¥ rang néu da thic f(z) € Z[x] nhan vo han gia tri nguyén t6, thi
no6 bat kha quy. Vi thé, nam 1857, Bouniakowski da dit ra gia thuyét cho
chiéu ngugc lai: Néu f(x) € Z[z] 1a bat kha quy trén Z[z], thi f(x) nhan
vo han gia tri nguyén t6. Cho dén nay, gid thuyét nay van la van dé lén
chua duge gidi quyét khi bac ctia da thiic 16n hon 1. Truong hop da thrc
bac 1 da ducgc gidi quyét bdi Dirichlet nam 1837.

Muc dich luan van trinh bay mot s6 két qua gan day vé gia tri da thic
(gia tri nguyen t6, hop 6, kha nghich) dya theo tai lieu tham khéo [2], [3],
[5].

Luan van gom c6 2 chuong. Trong chuong 1, luan van quan tam dén
Dinh 1 Dirichlet: Da thic f(z) = ax + b € Z[z] v6i (a,b) = 1, nhan vo
han gia tri nguyén t6. Dinh 1i Dirichlet 13 cau tra 1oi cho gid thuyét cla
Bouniakowski khi da thic bac 1. Mac du chitng minh cho Dinh Ii Dirichlet

1a rat kho va can dén két quad sau sic, nhung khi da thitc c6 dang dic
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biét (chang han 42 + 1, 62 + 5, 8z + 1) thi chitng minh lai rat so cap, dua
theo ki thuat ma Euclid dung dé ching minh tap sé nguyén to 13 vo han.
Chiing toi ciing van dung két qua dé gia mot sd bai toan thi hoc sinh gidi
bac THPT.

Chuong 2 quan tam dén mot sd6 van dé md rong cla gid thuyét Bou-
niakowski. Trude hét, 1a cau hoi lieu da thic bac duong luon c¢6 vo han
ude nguyen t6? Cau tra 16i khang dinh dude dua ra béi Schur. Trong tiét
2.1, dya theo tai lieu [3], chung toi dua ra mot chiing minh so cap cho két
qud clia Schur va ting dung ciia chitng minh mot s6 truong hop dac biét
cho Dinh 1i Dirichlet. Tiép theo cau héi licu ton tai da thitc bac 16n hon 1
nhan nhiéu tity ¥ gia tri nguyen t6? Cau hoi nay dugc Betty Garison tra
16i khang dinh trong [2]. Chiing toi trinh bay két qua nay trong Tiét 2.1,
duya theo tai [3], ching toi dua ra mot chiing minh so cap cho két qua ctia
Schur v tng dung chitng minh mot s6 truong hop dic biét cho Dinh 1i
Dirichlet. Tiép theo 1a cau héi licu ton tai da thiic 16n hon 1 nhan nhicu
tuy v gia tri nguyén t67 Cau hoéi nay dudge Betty Garison tra 1oi khang
dinh trong [2]. Chung toi trinh bay chinh két qua nay trong Tiét 2.2. Chu
v rang da thic c6 hé s6 nguyén bat kha quy luon nhan gia tri hop so,
chang han nhu 2% — 2 + 6, 2° — z + 9, nhung khong ton tai da thiic bac
duong c6 hé s6 nguyén luén nhan gia tri nguyén t6 (xem Bo dé 2.4.1). Vi
thé van dé dit ra la lieu ring Bo dé 2.4.1 ¢6 thé mé rong cho da thic trén
mién phan tich duy nhat? Cau tra 10i duge dua ra trong bai bao ciia S. H.
Weintraub [5]. Ong chi ra ring néu mién phan tich duy nhét chi ¢é hitu
han phan tit kh& nghich, thi moi da thic bac duong déu nhan it nhat mot
gia tri hop s6. Tuy nhién két qué khong con dung khi c¢6 vo han phan ti
kha nghich. Cac két qué nay ching toi trinh bay trong cudi Chuong 2.

Vi day 1a mot luan van thac si chuyén nganh toan so cap, ching toi co
gang dua ra cac ching minh so cap cho cac két qua. Hién tai, van chua
c6 chitng minh so cap cho Dinh If Dirichlet, vi thé chtng toi chi trinh bay

tém tat cac ¥ chinh ctia dinh 1f nay.



Chuong 1

Pa thic hé sé nguyén véi vo han gia

tri nguyén to

1.1 Kién thic chuan bi

Trude hét, ching ta nhéc lai khai niem va két qua quen biét vé s6

nguyén té v sy phan bd s6 nguyeén to.

Dinh nghia 1.1.1 S6 nguyén t6 1 s6 tuy nhién 16n hon 1 va chi c¢6 hai
u6c s6 duong 1a 1 va chinh né. Céac s6 tir nhién c6 nhiéu hon hai uéc s6
duong duge goi 1a hgp so.

Chu ¥ rang s6 1 khong phai 1a s6 nguyén t6 va ciing khong phai 1a hop
s6. Ué6c s6 tir nhién nhé nhat khac 1 ctia mot s6 tuf nhién 1a mot s6 nguyen

,
A

t0.

Sau day 14 mot s6 tinh chat ctia s6 nguyeén to.
Tinh chat 1.1.2 Cdc phat biéu sau day la ding.

i) Cho p la s6 nguyén té6 va a la so tu nhién. Khi dé (a,p) = p néu va

chi néu p la udc cia a, (a,p) = 1 khi va chi khi p khong la wdc cia a.

i) Néu tich cia hitu han so ty nhién chia hét cho so nguyén to p thi cé

it nhat mot thita so chia hét cho p.

i) So 2 la s6 nguyén té nhé nhat va la so nguyén to chan duy nhat.
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i) Néu n la hgp s6 thi n cé it nhat mot udc nguyén to khong vuot qua
/n. Dic biet, néu so tu nhién a > 1 khong cé udc nguyén to trong
nita khodng (1;+/a | thi a ciing la s6 nguyén to.

Dinh ly 1.1.3 (Dinh 1§ co ban ctia s6 hoc) Moi s6 tu nhién I6n hon 1 déu
phan tich dugc thanh tich cdc thita s6 nguyén to va s phan tich do la duy
nhat néu khong ké dén thit tu cdc thia so.
Dinh 1y 1.1.4 (Dinh Iy Euclid) Tap cdc so nguyén to la vo han.

Nhic lai ham s6 hoc: Ham s6 hoc 1a ham s6 xac dinh trén tap cic so
nguyén duong.
Dinh nghia 1.1.5 Ki hi¢u II(x) 13 ham s6 hoc bicu thi sé cac s nguyén
t6 khong vugt qua z. Chang han T1(10) = 4,11(25) = 9,11(100) = 25. Do

tap cac s6 nguyen t6 1a vo han nén ta c6 I(x) — oo khi z — oo.

Chung ta da biét hai ham f(z) va g(z) xac dinh tréen R duge goi 1a
f(z)

tuong duong khi z — oo néu lim 7(2) = 1. Néu f(z) va g(x) tuong duong
z—o g(x
khi z — oo ta viét f(z) ~ g(z).
Dinh ly 1.1.6 (Dinh ly phan bd s6 nguyeén t6) II(z) ~ li
nx

Phan tiép theo chiing ta nhic lai mot sd khai niem va két qua vé nghiem

cua da thue.

Dinh nghia 1.1.7 Cho V la vanh con ctia vanh giao hoan S. Cho da thiic
f(x) = apa"™ +an_12"t+ ...+ a1z +ag € V[z]. Mot phan tit ¢ € S duge goi
13 nghiém cta f(x) trong S néu f(c) = ap,c® + ay_1¢" L+ ajc+ag = 0.
Trong truong hgp nay ta cling noéi ¢ la mot nghiém cta phuong trinh

f(x) =0.

Chang han, xét da thitc f(z) = 2% — 2 va g(z) = 2® + 1 trong vanh
Q[z]. R& rang R, C déu chita Q. Ta c6 +4/2 € R 1a nghiem ctia f(x) va
+i € C la nghiém cta g(z).

Chu y rang phan tit a € V 1a nghiém ctia f(z) € V[z] néu ton tai da
thic g(z) € V[x] sao cho f(z) = (x — a)g(x).
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Dinh nghia 1.1.8 Cho V 1a mot vanh giao hoan. Gia sit k > 0 1a mot s6
tu nhién va S 1a mot vanh giao hoan chita V. Mot phan tt a € S dudc goi
1a nghiém boi k ctia f(x) néu trong vanh S[z], da thic f(x) chia hét cho
(z — a)* nhung khong chia hét cho (z —a)**!. Néu k = 1 thi a dugc goi la
nghiém don. Néu k = 2 thi a dudc goi 1a nghiém kép.

Chang han cho f(z) = 2% + 2% + 22 + 222 + 2 + 1 € Q[x], khi d6 i va
—i la hai nghiém kép ctia f(z) va —1 la nghiém don cta f(x) béi vi trong
C[x] ta c¢6 phan tich f(z) = (x —i)*(z +14)*(z + 1).

T dinh nghia, ta cé cac két qua sau.

Bo dé 1.1.9 Phan ti a € V la nghiém boi k cia f(x) € V[x] néu va chi
néu ton tai g(x) € V[z] sao cho f(x) = (v — a)*g(x) va g(a) # 0.

Hé qua 1.1.10 Cho V la mién nguyén va f(x) € V]x] la mot da thic.
Gid st ay,as,...,a, € V la nhing phan ti& doi mot khdc nhau va a; la
nghiém boi k; cia f(x) véii=1,...,r. Khi dé ton tai u(z) € V]x] sao cho

f(@)=(x —a)? - (v —a,)fu(x) vaula;) #0 vdi moii=1,..,r.

Hé qua 1.1.11 Cho V la mién nguyén va f(x) € V[z]. Néu f(z) # 0 th
s6 nghiém cia f(x), moi nghiém tinh vdi s6 boi ciia né, khong vugt qua

bac cia f(x).

Hé qua 1.1.12 Cho V la mién nguyén va f(x), g(x) € V[z] la hai da thite
c6 bac khong qua n. Néu f(z) va g(x) nhdn gid tri bang nhau tai n + 1
phan tii khdc nhau cia V thy f(z) = g(x).

1.2 Da thic bat kha quy va gia tri nguyén tb

Trong sudt tiét nay, luon gid thiét K 1a mot truong.

Dinh nghia 1.2.1 Mot da thic f(z) € K[z] duge goi 1a bdt khd quy néu
deg f(z) > 0 va f(x) khong phan tich dugc thanh tich ctia hai da thiic c6
bac bé hon. Néu deg f(x) > 0 va f(z) 1a tich ctia hai da thiic c6 bac bé
hon thi ta n6i f(x) khd quy.
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Cha ¥y rang, da thitc bac nhat luon bat kha quy; da thiic bac hai hoic
bac ba la bat kha quy néu va chi néu n6 khong c6 nghiém tréen K. Sau
day 14 mot s6 két qua vé da thitc bat kha quy tuong tu nhu nhiing két qua
quen biét vé sd nguyén to.

Da thite monic 1a da thic c6 hé s6 cao nhat bang 1. Dinh 1y sau day vé
phan tich da thitc 1& sy tuong tu ciia Dinh 1y co ban ctia s6 hoc vé phan

tich s tu nhién.

Dinh ly 1.2.2 (xem [1] trang 64) Moi da thic bac duong f(z) € K]x]
déu phan tich dugc thanh tich ctia hitu han da thic bat khd quy. Hon nita,
f(z) c6 duy nhat (néu khong ké dén thit tu cdac nhan tit) mot phan tich
dang f(x) = afi(x)--- fi(x), trong dé a la hé s6 cao nhdt cia f(z) va
fi(x), ..., fi(z) la da thic monic bat khd quy.

Ménh dé 1.2.3 (xem [1]) Cho f(x),g1(z),...,gr(x) € K[z] gid si f(x)
bat kha quy va f(x) la ude cia gi(x)--- gp(z). Khi dé ton tai mot da thic
gi(z) sao cho g;(x) chia hét cho f(x).

Meénh dé 1.2.4 C6 v6 han da thic bit khd quy tréen K.

Chiing minh. Gié st chi ¢6 hitu han da thic bat kha quy 1a fi(x), ..., fi(2).
Ta xét da thic f(x) = fi(z)--- fin(xz)+ 1. Khi d6 ton tai mot da thic g(z)
bat kha quy va g(x) 1a uée cua f(z). Vi f;(z) khong la uée cia f(x) nén
g(x) # fi(x), suy ra diéu gia su la sai. O

Phan tiép theo, ching ta xét da thic bat kha quy trén cac truong
Q,R,C. Dinh I co ban ctia Dai s6 phat biéu ring moi da thic v6i he sb
phtic bac n c¢6 ding n nghiém phitc. Do d6 cac da thic bat kha quy trén
C 1a va chi 1a cac da thic bac nhat. Hon nita, néu a + bi € C 1a nghiem
ctia da thic f(z) € R[x], thi a — bi cing la nghiém cta f(x). Do do, cac da
thic bat kha quy trén R 1a va chi 1a cac da thic bac 1 hosic bac 2 khong
c6 nghiém thie. Bai toan xét tinh bat kha quy ctia da thitc tréen Q cho
dén nay van 1a bai toan mé. C6 mot s6 phuong phap xét tinh bat kha quy
quen biét nhu phuong phap dya vao nghiém hitu ty, phuong phap ding



